Seccioén Especial | Presentacion

ISSN-e: 1856-9811

INTERPOLACION DE A-PARCHES CONSTRUIDOS
CON CUBOIDES.

INTERPOLATING A-PARCHES CONSTRUCTED
WITH CUBOIDS.

FRANCISCO TOVAR'
ftovar@unimet.edu.ve

Universidad Metropolitana de Caracas (Venezuela).

JULIO C. DAZA?
daza@unimet.edu.ve

Universidad Metropolitana de Caracas (Venezuela).

Resumen

El objetivo de esta investigacion es disefiar y controlar un segmento de una superficie algebraica
de grado tres o cuboide. El cuboide se requiere para interpolar dos cénicas dadas, que se
encuentran en dos planos diferentes en el espacio, esto se denomina A-Patch de interpolacion.
Para lograr este objetivo, se ha estudiado la expresion del cuboide en coordenadas tetraédricas
y se ha utilizado la propiedad de que estas superficies contienen lineas rectas. Las condiciones
para conectar dos segmentos de cuboides con clase G* Es decir, coincidencia o continuidad
de los planos tangentes sobre la curva de contacto de los segmentos del cuboide. La conexion
de dos 0 mas segmentos de cuboides con clase G*eslo que se denomina A-Patch. También
se destaca que cierta familia de perfiles planos cuboides son elipses para la construccion de
superficies tubulares.
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Summary

The objective of this research is to design and control a segment of a degree three algebraic
surface or cuboid. The cuboid is required to interpolate two given conics, which lie in two
different planes in space, this is called an interpolation A-Patch. To achieve this objective,
the expression of the cuboid in tetrahedral coordinates was studied and the property that
these surfaces contain straight lines was used. The conditions for connecting two segments
of cuboids with class G* This means, coincidence or continuity of the tangent planes on the
contact curve of the cuboid segments. The connection of two or more cuboid segments with
class G'is what is called an A-Patch. It is also emphasized that a certain family of cuboid
planar profiles are ellipses for the construction of tubular surfaces.

Keywords: Cuboid, class connection, A-Parches, tetrahedral coordinates, conics. el
A-Parches, tetrahedral coordinates, conics.
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Introduccién

Los antecedentes de esta investigacion son los estudios de ciertas superficies tubulares
disenadas con la envolvente de una familia cuadratica monoparamétrica de esferas presentados
en: Bohem, W. y Paluszny, M. (1998), Paluszny, M. y Boehm, W. (1998) y Franquiz J.; Paluszny,
M. y Tovar, F. (2006). La ecuacion implicita de tales superficies tubulares tiene en general grado
4,y en ciertos casos particulares es de grado 3, es decir, la superficie tubular es un cuboide.
Dado que estas superficies tubulares estan formadas por perfiles circulares, es posible
prescribir dos circulos de interpolacion para el disefio de splines tubulares. Estas splines
tubulares se construyen generalmente con clase G*. Nuestro estudio generaliza la expresion
de esta superficie tubular de grado 3, de modo que interpola cualquier par de conicas situadas
en dos planos diferentes en el espacio, utilizando una seccion de esta superficie. En particular,
se hace hincapié en el caso de que las conicas de interpolacion dadas sean elipses y que
ciertos perfiles planos del cuboide sean también elipticos. De este modo, se pueden disehar
superficies tubulares de grado tres con perfiles elipticos. En Xu G.; Huang, H. y Bajaj, C.
(2001), se construyen splines con segmentos de superficies algebraicas, que se denominan
A-Parches, en nuestro caso vamos a utilizar especificamente superficies algebraicas de grado
3 para construir los A-Parches. En esta construccion utilizamos segmentos del cuboide en
coordenadas tetraédricas y estudiamos la conexion de dos segmentos de superficie en la
traza del cuboide con el tetraedro. Se propone la construccidon de un cuboide interpolante
en coordenadas tetraédricas controlando cada perfil de superficie. Para ello se considera la
familia de cuboides tal que una de sus rectas coincida con una de las aristas del tetraedro. De
esta forma los perfiles conicos del cuboide son la consecuencia de abatir la superficie desde
la conica inicial de interpolacion hasta la cénica final, con una familia de planos que tienen en
comun esa recta. El proceso es similar al caso de superficies tubulares descrito en Bohem, W.
y Paluszny, M. (1998), Franquiz, J.; Paluszny, M. y Tovar, F. (2006). Los segmentos construidos
en este articulo interpolan una secuencia de conicas dadas en el espacio y pueden conectarse
con la clase G*.

Notese que si se considera el problema de interpolar dos conicas en & gque se encuentran
en dos planos diferentes, con una superficie algebraica de grado dos o cuadrica, no se tienen
suficientes grados de libertad para resolver el problema. Por esta razon se utilizan los cuboides.
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2. Superficie algebraica de grado tres o cuboide.

)
da por:
E'[s,t,u,v}=Zu[sttmu”vk,£+m +n+k=3a0;eR (1) P
=1
Si la superficie Cils t.u.v) = 0 gontiene la linea § = 0 u =0 gy expresion se reduce a
Colstuv) =uls,(twv) +s5Cuy (st v) + sufy (s twr) (2)
Dénde:
Cs(tawv) = au’+ atu+axt™+ aur +asv” +agty (3)
Cug(s.t.v) = a5 +agts +agt™ +asv+a, v +a,te €3]
Pilstuv)=agpstayttasutagy (3)

El subindice a es necesario para distinguir dos cuboides diferentes al estudiar la conexion
entre el G*.

La interseccion del cuboide dado por (2) con el plano £ = 0 resulta el cubico reducible
uls, (t.u,v) = 0 y andlogamente el clbico reducible resulta sCuy(st,v) =0 al intersecar la
ecuacion (2} con el plano u = 0.

Los coeficientes que definen el plano B, (st u 17} =0 son libres y se utilizaran para
controlar el tipo de perfil del cuboide y la conexion entre dos segmentos de superficie. El
cuboide interpola las conicas prefijadas por £z, (t.u v} = 0enelplanos =0y Cu, (st v) =0
en el plano ¥ = 0 Enla figura 1 se muestra un ejemplo de cuboide que contiene una recta.

Figura 1. Ejemplo de cuboide que contiene una recta.
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Obsérvese que las conicas de interpolacion inicial y final del cuboide estan prescritas,
con los coeficientes de las conicas (3]} y {4). Aqui es evidente que si se pretende hacer este
procedimiento utilizando superficies de grado 2. El cuboide no tiene suficientes parametros
libres para definir las dos cénicas de interpolacion independientemente. La figura 2 muestra un
segmento de cuboide que interpola dos conicas dadas.

Figura 2. Cuboide que interpola dos conicas dadas, en este caso una elipse y una parabola.

.2 . 1
3. Conexién de dos segmentos cuboides de clase G".

Supongamos que tenemos dos cuboides, el primero dado por la ecuacion (2} y el segundo
dado por

Colstouv) =uCsy(bu, v) + sCuy(s £ v) + suly (s fou,v) (6)
Dénde:

Csplt 1) = oo, u” + ca-tu + oagt® + ca,uv + cav™ + ca gty (7)

Cupls.t.v) = bys® + bgts + bot™ + bypsv + by w7 + byotv (8

Bis.touv) =bgas+ bt +butbv (9

La ecuacion () muestra un segundo cuboide que conecta con el primer cuboide con
clase G%a que coinciden en el plano s = (. La figura 3 muestra dos cuboides conectados de
clase G".
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Curva de contacto

Figura 3. Ejemplo de dos segmentos cuboides conectados por clase . G°.

Estableciendo las condiciones para que la familia de planos tangentes coincida a lo largo
de la cénica comun en el plano s = 0 obtenemos los coeficientes del segundo cuboide dados

por {&}:

{by=wag.by =aa, by, =aa;.by=aa,b;=aa; by = aa)
donde & es un parametro real.

Esta es la solucion del sistema de ecuaciones, que resulta de calcular los coeficientes de
la familia de planos tangentes, sobre la curva de interpolacion tendida sobre el plano s =0 vy
hallar las condiciones para que todos ellos coincidan en esta conica. Estas condiciones restan
grados de libertad a la eleccion de la conica de interpolacion del segundo cuboide sobre el
plano u = 0 dada por la expresion (&) dejando solo tres coeficientes libres para el disefio de
esta conica, estos son: b+, By vy by de la ecuacion (8). El coeficiente &3 de la expresion (9) es
libre y permite dilatar o contraer el segmento cuboide Cy(s.t. u. 7).

En conclusién, para que dos cuboides estén conectados con clase ¢+ la ecuacion del
primero debe venir dada por (2} y la ecuacion del segundo debe venir dada por (6), donde:

Cspl(t w 1) = oo, u” + oatu + east® + co,ur + eav” + ea gty (10
Cupls.t.v) = b-5"+ bgts + magt™ + bypsv+aa,, v- + aa .t (11}
Bis.tiuv) =b s+ oa, f+ao,ut ao,.v (12}

En la figura 4, se puede observar que dos cuboides estan conectados con clase ¢+ ya
que los planos tangentes coinciden a lo largo de la curva de contacto. Interpola una elipse
inicial, conecta en otra elipse y termina en una parabola.
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Figura 4. Dos cuboides conectados por clase. *.

Manipulando los coeficientes libres en el segundo cuboide, se pueden obtener otros
A-Parches interpolantes. La figura 5 muestra un ejemplo de dos cuboides que se conectan por
clase &t generando dos tubos elipticos.

Figura 5. Dos cuboides formados por perfiles elipticos, conectados con clase Gt

4. Cuboide con perfiles elipticos.

En el caso de la construccion de superficies tubulares clasicamente estudiadas, como los
ciclidos, sus perfiles son circulos (véase Paluszny, M. y Boehm, W. (1998), Paluszny, M. y Tovar,
F. (2006)). Para un cuboide dado por {2} los perfiles superficiales son cénicos. En particular,
para la construccion de superficies tubulares utilizando cuboides, utilizaremos perfiles elipticos.
El andlisis completo de este caso esta publicado en Tovar, F., Otero, J. y Daza, J. (2023). No
obstante, se presentan los hechos mas relevantes:
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De modo que el cuboide dado por (nétese que la siguiente expresion coincide con la dada
en (2), sélo que no tiene el subindice a):

Cis tou,v) = uCs(tu ) + sCuls t.v) + suP (s & w )

esta formado por perfiles elipticos, se requieren dos condiciones geométricas:

1) La cubica en el infinito del cuboide debe ser reducible, es decir, el producto de una
conica por una recta.

2) La cénica definida por la cubica en el infinito debe ser imaginaria.

Estas dos propiedades garantizan que las cénicas que forman los perfiles cuboides son
elipses.

Si la cubica en el infinito viene dada por el producto de una recta por una conica, la
expresion de esta curva debe ser de la forma:
Cils tu) = (As®+ Bsu+ Cu® + Dst + Etu + Ft*)(Hs + Jt + Ku) (13)

donde los coeficientes de la expresion (13} dependen de las conicas de interpolacion y del
plano dado en {3} es decir, los coeficientes a; del cuboide. Se derivan dos casos, el primero
F #0y] =10 Los coeficientes de la conica en el infinito vienen determinados por la expresion

H_ﬂu._ﬂl:"'ﬂl; _ Gzt ag—ag
- F - F
@yp — @y — @7 o) — @y T ag
e ™ S I S
H K
D= —aypt+ 28y — Gyt ap
- H

ﬂ:_ ﬂ_1_+2ﬂ5_ ﬂs

E =
K

ﬂlg:AH‘l'BH"'ﬂLD_ 2ﬂ]_]_+ﬂl5_ ﬂs
ay,=DK+EH— 2a,,+a-+a,;,— 2a;+ag

ﬂLE‘:BK"'CH_ ﬂj_]_+ﬂj_5+ﬂ4—2 ﬂE

Donde E.F y a,; son parametros libres utilizados para modificar la forma del cuboide de
interpolacion. La cubica en el infinito se define en términos de las dos conicas de interpolacion
y los parametros B.F y a ;.

Finalmente, la expresion del cuboide de interpolacion obtenido es:
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Cis tou,v) = uCs(t,u ) + sCuls &t v) + suP (s & wv) (14]

donde:

Pls.touwv) =(AK +BH +a,;— 20, +0,,— az)s+ (DK +EH — 2ay, +a.+ a0y — 2as+a )t
+(BK+CH- oy +a+a,—2auta,y

Utilizando el hecho de que las conicas de interpolacion prescritas son elipses, se garantiza
que los perfiles cuboides también son elipses, para ciertos valores de B. El polinomio P(E
tiene raices reales y basta con elegir el valor de E entre ambas raices si F =0 y en el caso
F =0 se elige E entre las raices del polinomio.

El segundo caso: F = 0y ] # 0 se expresa la ecuacion de la cubica en el infinito:

Cils.tiu) = (As®+ Bsu+ Cu® + Dst + Etu) (Hs + Jt + Ku) 4/ igual que en el caso

anterior, al sustituir ¥ = —s—t —u en la ecuacion (2} en el caso anterior, el resultado son
ecuaciones no lineales para los coeficientes A, B.C, I, E, H.] & K Estos son:

Qyp— @y — 05 @) — iy +dg
A —— fr=—— — -
H K
My — G-+ a Oy +0cg— @
p =i 12 I 5 3
] J

ayg=AK+EBH+ta,,— 2o, +a,,— as
ﬂu:Bf+DH+EH_ EHLL-I-HJ_:-I-HJ_B— 2ﬂ5+ﬂE
g, s=BK+CH— g, +a,,+a,—2a;

Al +ayp—2a,+a,.-—na Cl—n.+0,— 2o:+a
H=— I 10 11 12y H:_f 2 4 5 &

D E

Las expresiones de los coeficientes 4 y H estan relacionadas. Para que se cumplan ambas
ecuaciones es necesario calcular los ceros de un polinomio de grado dos en [H,[] dado por:

PIH.J]=(a;;— ﬂLL_ﬂ'?]H:_{nLD_ 2ay, + ay; _ﬂB]Hf+'i”m_”u_ﬂT]f:

El discriminante del polinomio F[H.]] denotado por A(C,) que es positivo porque la
conica es una elipse. £, una elipse. Por lo tanto, tiene solucion y se pueden calcular sus dos
raices.

Un hecho similar ocurre con las expresiones para los coeficientes de ¢ y K y el polinomio
resulta de ambas expresiones:
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PIE.J]=(—a;— as+az )k —(a.— a, + 2az+ a k] —(a, —ay +alf

El determinante del polinomio P[K.J1 denotado por A(C:) es positivo porgue la conica s
una elipse, por lo tanto, tiene solucidn y se pueden calcular sus dos raices.

Calculando los valores de H y K g partir de los polinomios P[H.]] y P[K.J]lse pueden
calcular el resto de los coeficientes, dejando libres los coeficientes BJ y Pig,

Estos perfiles elipticos pueden ser reales o imaginarios. En el caso de las elipses
imaginarias, aparece una desconexion del cuboide, que esta controlada por los coeficientes
libres del cuboide. Para el cuboide dado por (14) jos parametros libres permiten controlar la
forma de la superficie.

La figura Smuestra un cuboide que interpola dos elipses y ademas todos los perfiles que
se producen al ablacionar con los planos son también elipticos.

Figura 6. Cuboide formado por perfiles elipticos.

5. Conclusién

Del andlisis realizado en superficies algebraicas de grado 3, se concluye que es posible construir
y controlar segmentos de superficies algebraicas que interpolan dos cénicas en el espacio. En
el andlisis de estos cuboides se utilizd la propiedad que tienen estas superficies algebraicas
de contener rectas. En particular, en el caso de que el cuboide contenga una sola recta, se
utilizo esta recta para abanicar una familia de planos, que al interceptar el cuboide, da como
resultado una familia de conicas en 30 similar a las superficies tubulares descritas en Paluszny,
M. Boehm, W. (1998), denominadas ciclicas. Con este método, se construye un segmento de
superficie algebraica cuyos perfiles son conicas e interpola dos conicas prescritas, véase la
figura 1. @ véase la Figura 3, es decir, la interpolacion a lo largo de una coénica en el espacio y
de clase gt lo que supone una mayor suavidad en la curva de contacto, ya que, en esta curva,
coinciden los planos tangentes de ambos cuboides, véanse las figuras 4 y 5. Los coeficientes
libres resultantes para el control de los cuboides, permiten modificar su forma preservando las
condiciones de interpolacion. La figura 7 muestra el cambio del segmento del cuboide al variar
el parametro a ;.
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Figura 7. Cambio de la forma del cuboide al modificar el parémetro . 1,
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